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Ï^���(�GÏ è Ð�Ð:Þ ������Ï è ÐVç
{3|�}T~��L���w��~

�ó è Ò5ø�ùÉ×VÝ$* â(×�ú& �(' �
Ý � Ú àc~����D|u��|��s�8ñÚ ú& �(' �

Ý � Ø � Þüû& ��' �
ù ��ý�� ×

Õ�|p���D�lÛ�Ø��Ãæ ú � }T~3��|p� ~����/�w¶É���(�������L� �7��}��a��~��w¶ è �7�w����Û × Ï ý �ÃÐDæ û � }�~���|p� ~������w¶����(�������L� �D���(~/�w¶ è �
è �p�D��|p�����¸���s�D�s��|p���(�p�w���#þ ~�{3|p���w����� ~�� �B~&��|��s��Õ&�,���w��µ��������B�¤ÿ���}����a��~�~����V|���|��s���s���L��~��V~ Þ à/�w¶
��|p��� �s�D�>�7��~�}���}��w�w�

ÅÄÆkÇÉÈ
Ê¯ËGÊ^Ì�ÈÎÍ¦� ³ë®V«^ª/ê�¥�¡�ò°}���� ¿ ö }�~������a�B|7Û�Ø��s×�Ø � ×�ç�ç�ç�×�Ø ö æ~����D|���|��s�,Ø � á�Ø��O×�ç�ç�ç ×�Ø ö á�Ø��L�s�D�l��}��p���s�D���u}����p���7�����p���a���{3|p�Ôws«^ª�¡�¬p®M«·§s¬Y�w¶���|p�c~D}��L�������°}�~4~É�
è }����p���Là�¼BÙ�ð(}T�L��������}T�ñ� ¿ Û

� ¶8~ßÚ â(����|��ñ~D}��L��������}�~�Ó���~����`�7��}��a�����w����¶^�w�t~åÚ às�1}���}�~��¦�T}��p��~������L���k�LÕ/}���|I��}�~���}������.�����
�7��}��a��~�� ³ ~�}��l�������¦}�~,�ñ���V}��w�p�����L}��Y¼GÂÃ~����w���°�w���Y�ñ�������D�w|p����������}��YÁGÂÃ~����w���w��³ �����l�l����~�}��L�������
}�~,��|��������a�w����|a���T�g�w¶���|p�l�w�D}���}T���w��������}��,�w�������w�D~��&Û â(×�� � ×�ç�ç�çG×�� ö æ���Õ�|p������� � }�~,��|p�³� ÂÑ��|������T���l�
�w¶���|p��}������k��}��������s���D} �7��³/�a��~uÞëàl��}�~���}������5���(�������L������}T�k��~5�w¶��Ä�7�����(|p���p�����Y~D�s��}�~�¶^�¦��|p����}��p���s�
}��������������p������� �����w�7�����Ã�w��{3|a��~��8�w�p�w��|p���.Õ&� �´���`~����s���3���s�D�s��|p���(�p�w���#þ ~c{3|p���w�D����¶¯�w�.�Ä�7�����a���w�7�
Ï^Õ�|p���D����|p�����°�s�������u�D���(~VÐc}�~>����~�������|��s�c���w����������}T�k�,�7�������p��~c�����¦~�}��L������� Ï^�7��~�~�}��������w¶3��� Õ&���
��}��l����~�}�����Ð1�p��µ������ñ�a��Ï·�s���L��~��VÐ�~�Þïà,���(�������L�>�7��}��a��~��
ÅÄÆaÇgÈ�Ê¯ËGÊ^Ì�ÈëÍS. {3|p��ws«¯ª�¡�¬p®V« §s¬��w¶
�������k�w���Ä~����3}�~���|p�,�l�O�p}�� ��� �w¶8��|p�,��}��l����~�}�����~1�w¶8~�}��l����}�����~
}��3�����a���w}���~��
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{3|p�>}T�k�����D~�������}����Ä�w¶É�L�7�����(|p���p�����%� è ÚÜÛ�8Ù�x%�*/i�æ���Õ�}���|ñ���p�>�w¶É}���~�~��p���7�w����}����.|a�a�7�������T�w�p��~�}�~
�8m�©�¨M¡/�w¶ è �É{3|p�3���(�������L�/����}T�k��~1�w¶ è �����L���V}�~�����|p�/¶^�w����~��w¶:��}��L����~�}����t�������p� è �w����~&�w¶:��}T�L����~�}����
à>�s���c��|p��¡�w�±B¡M®>�w¶ è �É�Ô�Ä�w���p���D�w�
��¶^�w�����L�p�w¶ è ��}�~���}���|p���/÷B���w���7�w¶ è ���w�/~��s��}�~�µ���~�Ù

�ëÚÜÛ��ó è ÙVx �(� uÚji � ¶^�w�8��ó��pæc�w���Ìø�¦ó	�LÙVx �(� ¦í/i � ¶^�w�8�ykó	��ç

� ¶ è |��w~���}��l����~�}����Ô~É�B��|��,¶^�w����~��w¶���}��L����~D}����Ô~°áIà5�s���,���w������� m�©�¨M¡�Ò^®M����¶8���w�D|Ä¶·�w�����3}�~��L~�}��L���������
��|p�>�7�����(|p���p�D���°}T~\®V«^ª�ê�¥q« ¨�« ©s¥i�
ÅÄÆaÇgÈ�Ê¯ËGÊ^Ì�ÈëÍ¦Q ³ ¶^��������}����%��
¦Ùq�����ß}�~&¨V§s¬�¢w¡�ò�}�¶��"Ï·}���~��p���l�w}T��Ð%}�~
�/�����a�w��� ~��������w���cÖ
×�Ø°ó$�
}��L����}���~


ÉÏÑÝpÖ ÞåÏÔà3áIÝ�Ð�Ø(Ð�ã Ý�
ÉÏ^Ö%Ð%ÞßÏÔà3áIÝ�Ð�
ÉÏ^Ø(Ð&¶^�w��âlãìÝ¦ãåàsç
� �3}�~5®MÒ·£M« ¨�Ò·¥i¤°¨D§w¬�¢s¡Dò¦}�¶�~����V}����3}��p���B���w��}�����|p������~�¶¯�w�3ÖÐkÚ Ø��
³ë¶^��������}����u}�~>Ï·~����V}���������Ð5¨D§s¬�¨V©s¢s¡ }�¶&á�
�}�~>Ï·~����D}���������Ð&�����k�w����6����a��}��O�w�����a�����w�p}�¶


ÉÏÑÝpÖ ÞåÏÔà3áIÝ�Ð�Ø(Ð4* Ý�
ÉÏ^Ö%Ð%ÞßÏÔà3áIÝ�Ð�
ÉÏ^Ø(Ð&¶^�w��âlãìÝ¦ãåàsç

Convex Strictly Convex Strictly Concave Neither NeitherConcave

è }����p���là�ÁBÙ è ��������}�����~3���u� ¿
é8}T�p���s�&��ÿ��p�/¶·��������}�����~/Ï^�w¶
��|p�/¶^�w�D� hS�á+i�Ð1�s���/�7�w��|ñ�����a�w���°�w���°�����������w�c���°�w�a�������a�w���ñ~D�p��~����
�w¶8� ¿ ö ��{3|p�5~��B���s��� , ������}��p���w�°�p�w�D�Ä����� LáÌ����� Û ��}�~&�����a�w�������u�w���,�w�������D�w�����w�p� �a���w�p�D�s��}��/¶^��������}����%�����2
�g}T~.�����a�w���I���I� ¿3ö�}�¶�}�� }�~.�����w�����������s��}��w�´Ï·}Ñ�½�w����� }�~>�7��~�}���}��w��~����l}�ÂÃ�p��µ���}����GÐ�6�}��.}�~ ~����D}��������
�����a�w���°}�¶� � �2�s â>¶^�w�&�w�T�)ÐkÚ â°Ï·} �½�w�����ë}�~1����~D}���}��w���p��µ���}����GÐV�a~D���D|°�w~ ã öä ' �  Ûä �� � �2Ä}�~������������w�}�¶1}��5}T~\�����w���c�p�����s��}��w�`Ï·} �½�w����� }�~5�p�����s��}��w�l~�����} ÂÃ�p��µ���}����GÐ�6:}��,}�~5~����D}��������������������w��}�¶�����2 íëâ°¶^�w�
�w���r9kÚåâ¦Ï·} �½�w�����#}�~��p�����s��}��w�.����µ���}����GÐV�&���/}�~3�p��}���|����/�����a�w���`�p�w�/��������� �w�����u� ¿ ö }�¶�Ö � �,Ö�s âL¶^�w�
~����L�cÖ¦�w���ÄØ �!�,Ø�í âL¶^�w��~����l�>Ø´Ï^�w�½�p���� Û � á� ÛÛ ÐV�
ð(����~��w¶g�����a�w���u¶^��������}�����~��s���>�����a�w������� �ñ���s�D��}��������s������ ÞË � �2¦}�~������k�w���u}�¶"� }�~��7��~�}���}��w�\~����l} Â
�p��µ���}����w�¡�&�L���(������~�}����:�a}�¶�
 � �w����
 Û �s���/���w�D|°�����k�w�������l� ¿>�#
ÉÏ� � ×! Û Ð�Ú$
 � Ï� � ÐkÞ%
 Û Ï� Û Ðg}�~������a�w������Ä� ¿ Û �
�ï|p����
´}�~���}�Î��������a��}��s�����w�(�����a�w���u¶·��������}�����~��w�7���°��|p�c}������a���w�T}��Ã�


ÉÏ�LÞ9é�Ð�*&
ÉÏ�7Ð:Þ9é �(' 
ÉÏ�%Ð
Ï^�w���7��~�}����L}������a���w�T}��Ã�Ä¶^�w�>�����������w��¶^��������}�����ÐV�>� ¶�~����������Y�p���D}��s�s��}��w��~\���p}�~����%��|p�l|p��~D~�}��w�´}�~\�7��~�}���}��w�
~����l}�ÂÃ�p��µ���}����LÏ·�p�����s��}��w�.~����l} ÂÃ�p��µ���}����\¶¯�w�������������w�c¶·��������}�����ÐV�É{3|p�>}��p���B���w��}��Ã���L���w��~���|��s�����B���V�s�pÂ
�����s��}����I�w�����p�u��|����w�D�w��}����k�c�����p������~���}T�l�s����~>��|p���O�w�����l�w¶3�u�����a�w����¶^��������}����%���w�����G�w������~���}��l�s����~
��|p�>�s�w���p�5�w¶É�l��������� �w�.¶·��������}����%�
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(slope =            )f(x)

f(u)

f(v)

f(x)

vu x x+h

Interpolated value

Extrapolated value

è }����p���là cpÙ�� �a�������7�����s��}����ñ�G�w������~���}��l�s����~5�w���ñ���(���D�s�7�����s��}����`�����p������~���}��l�s����~3�L�����a�w���u¶^��������}����
�Y�c���w�u�w�T~��l�D|��s�V�w�������D}����>¶·��������}�����~&�w~�~�����~���Õ�|�}��D|°�����G�B}T�p��~��L����}�µ������������s���l���k�/�w¶������a�w���u�w���w� Â
�(~�}�~��

ÅÄÆkÇÉÈ
Ê¯ËGÊ^Ì�ÈÎÍ¦e ð(�����7��~��)
�Ùq�*�»� ¿>��{�|p�c±w£�©Vê¸0k��¡�ê�«,+
±w£�©Vê¸0k�7�w���l0k¤Vê(§D±w£�©Vê¸0��s�D�c�p��µ��p���ñ�D��~��7������}��w������Ù

�w����|:Ï-
�×!�´Ð Ú ÛaÏ�8×�.BÐVÙ�¦ó$�`×�.LÚ/
ÉÏ�7ÐDæ
����}ÑÏ-
�×!�YÐ Ú ÛaÏ�8×�.BÐVÙ�¦ó$�`×�.Í*0
ÉÏ�7ÐDæ
|a�a�7��Ï-
�×!�´Ð Ú ÛaÏ�8×�.BÐVÙ�¦ó$�`×�.°ã0
ÉÏ�7ÐDæ

fepi(  , R)

fhypo(  , R)

grph(f, R)

z = f(x)

x

z

z > f(x)

z < f(x)

è }����p���Là�uBÙ�ðB����~3�w¶g�l¶^��������}����
{3|p���:�


¦}T~3�����k�w���u���$� Ò ����}ÃÏ-
�×!�YÐ }�~��������k�w���`~����

¦}T~3�����������w�.���$� Ò |a�a�7��Ï-
�×!�´Ð*}�~��������k�w���`~����

¦}T~3��ÿ��p�,���1� Ò �w����|:Ï-
�×!�YÐ }�~��������k�w���`~����

{3|p�>~����w�����s�D�ñ¶^�w�D� �w¶É�l�l�s��|����l�s��}����w�%���D�w�w�D�w� }�~
�l�O��
ÉÏ�7ÐVÙ�´ó1�`×§	7Ï�7Ð�ãìâ(×-é8Ï�7Ð�Úïâ(×

Õ�|p���D��÷3kÚR�»õ � ¿ ö �1
¦Ùq�2�»� ¿,� 	°Ù �2�»� ¿ ú ���w����é`Ù �2��� ¿ û �g{�|p�:m�¡�©s®V«Ñ²�¥�¡3£�¡Ñ±�«·§w¬ñ}T~������p�w������ Ú Û�ïó9�IÙ�	�Ï�7ÐLã#â(×-é8Ï�%ÐcÚ âBæ��u{3|��¦§Vê�Ò·«^ªl©s¥�£�¡Ñ±�«·§w¬ }�~c�p�����w������� � Ú Û� � ó0�LÙ�
ÉÏ� � Ðt*

ÉÏ�7Ð�¶^�w���w��� ¦ó	��æ��
³ ¨D§w¬�¢s¡Dò.ê�£�§�±w£�©sª"}�~/���l�s��|����l�s��}����w�������w�w�D�w� ¶¯�w�\Õ�|�}T�D|1� }�~/�������a�w���¦~�������	ñ}T~������a�w���¦���$�I�é¦}�~���ÿ��p�>���$�����w���%
¦}T~3�����������w�ñÏ^¶¯�w�\�l�O�p}��l}����s��}�����Ð����+���43>�������D�w�����D��}���~�Ù
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5 {�|p�,¶¯���w~D}������5������}����`}�~3�l�����a�w���u~����3�7�����w��~��
	�Ï^Ö%ÐV×§	�Ï^Ø(Ð/ã â  	7ÏÑÝpÖlÞßÏÔà3áIÝ�Ð�Ø(Ð�ãäÝ�	7Ï^Ö7Ð8ÞïÏÔà�áIÝ�Ð 	7Ï^Ø(Ð�ã â
é
Ï^Ö7Ð�Újé
Ï^Ø(Ð�Úïâ  é
ÏÑÝpÖlÞßÏÔà3á�Ý�Ð�Ø(Ð�ÚåÝ�é8Ï^Ö7Ð8ÞßÏÔà3áIÝ�Ð§é8Ï^ØpÐ1Úïâ

¶¯�w��â�ãäÝuãÎàsç

5 {�|p�,�w����}��l�w�7�D����}����u}�~3�������k�w���`~������������w��~��
� � Ú�6

7�8:9
Û� � ó	�LÙ;
ÉÏ� � Ð�*&
ÉÏ�7ÐDæ�ç

5 , �w�����Ä���(���w�%�w����}�� ��� }�~������w���w�%�7�����w��~��
�Þ9é¦ó<� �w���%
ÉÏ� Þ9é�Ð4s=
ÉÏ�7Ð> lÞ@?êé¦ó	� �w���


ÉÏ��ÞA?êé�Ð4*ÎÏÔà3áB?OÐ�
ÉÏ�7Ð%ÞC?D
ÉÏ�lÞ9é�Ð�s=
ÉÏ�%Ð&¶^�w���w����? ó�Ï·â(×�à Ð
Ï·~��tÄ�������T���p�w�&�7�\� ���(���w�����O�(}�� ��� }���� ��������~�~1}��&}�~&�.�����w���w���l�O�(}T�.���u�kÕ�|�}T�D|°��}�~��w����� Õ�~
��|��c�����k���V�w��}������w���Ä~����D}T���3}��p���B���w��}����pÐV�

5 �ï|p����� Ú»� ¿ ö �w���/
�×§	 �s�D����}�Î��������a��}��s�����`~����V|ä��|��s�Ô	�Ï�%ÐYí�âI¶^�w�ñ~����L�Ìß~����D|ä��|��s�é
Ï�7ÐñÚ"â(�&��|��ué8�s�w�D�w�p�w�E�`������}�����}���� ¿/�����u}�~L�7�w��| ��������~�~��s��� �w��� ~D��ÿ���}����a�L¶¯�w�Ô#�°�����7�
Ï^�����w���w������Ð��w����}��l�w�ÑÙ

Fg0(¡�£�¡L¡Dòw«¯®MÒ^®\Ý`óÄ� ¿ ú ©s¬#w�ù�óu� ¿ û m�§s£z¢£0k« ¨ 0°Ý+* â(×VÝ�	�Ï� � Ð�Úïâ¦ �©s¬�w
' 
ÉÏ� � Ðgá�Ý ' 	�Ï� � Ð�á�ù ' é
Ï� � ÐÉÚïâ(�

{3|p���D���s����~����L�����s��|������w��}���~�� è �w� ���(�w�L�����w�
Õ/|�}����L���w�����������a�w����¶·��������}�����}�~>�����a��}��a������~>���I��|p�
}��a�����D}��w���w¶g}���~��p���l�w}T�%�p}��3���w�u|�� �w�c�l��}�~D�����k��}��B��}������s�3��|p�,�7���������s���w�É³/�ñ���p�w�L�����>}�~°��Ú#º â(×HG Ð
�w���I
ÉÏ�7Ð1Ú�l}�¶)�s â(�����p�"
ÉÏ·âkÐ�Ú/JÅs â(� è �w�1��|p���L��~��g���s�����������a�w���L¶^��������}�����~g�s����Õ����T�a�7��|�� �w���
¶^����� �w�`�w����}��l}����s��}����u�(}���Õ>��³/���8��}��p���s�3¶·��������}�����~3�s��� �����k�w���7���w~\�s��� �����s���w� �����w~�~��w¶£�B���w�p�V�s��}���~��
Õ�|�}T�D| }����������p��~ ��|p�`~-�a���s�D� , �����T}��p���w� �p�w�D�u�K��� Yá������ Û �ä³\�����p�w�D�l~��s���`�����a�w����� è �p�D��|p��������|p�
�w����}���}��B}��Ã�������w�7�����Ã�°�w����� Õ/~3��~����l����}����°�p�`�L�w�D�>�����w~�~���~��w¶É�����a�w���u¶^��������}�����~��
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linear=constant slope

convex=increasing slope

concave=decreasing slope

è }����p���\à��BÙ è ����� �w� �������p���l}���~��(}���Õ>�w�/�T}��p���s��¶^��������}����c�(}�������~8�\������~����w�a���D�����p�D�.���5~D���w���w���/�����a�w���
¶·��������}������B}����T��~1�w�°}����������w~D}��p�c�D�����p�D�l����~����w���w�p�w���°� �����������w�,¶·��������}������B}�������~1� �p���������w~D}��p�c�D�����p�D�
����~����w���w�
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